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第2讲 旋转综合（练习）

一、 旋转之对角互补模型

练习

1. 如图，在四边形 中， ， ，  ， ， ，

则四边形 的面积为            ．

【答案】

【解析】∵ ，

∴以点 为旋转中心，把 旋转到 ，

∴ ， ，

，过点 作 于点 ，

∴ ， ，

，

∴ ，

∴ ．

故答案为： ．

四边形
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【标注】【知识点】对角互补模型

2. 如图，已知四边形 的对角互补，且 ， ， ．过顶点 作

于 ，则             ．

【答案】

【解析】如图，过顶点 作 于 ，

又因为 ， ，所以 ≌ ，所以 ，

．

又 ，所以 ，故

≌ ，所以 ．

而 ， ，所以

，所以 ，

，所以 ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】对角互补模型；全等三角形的对应边与角
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练习

A. ①②③④ B. ①②③ C. ①④ D. ②③

3. 在 中， ，点 为 中点． ， 绕点 旋转， ， 分

别与边 ， 交于 ， 两点．下列结论：① ，② ，③

，④ 始终为等腰直角三角形．其中正确的是（   ）．

【答案】A

【解析】连接 ，如图，

∵ ，点 为 中点． ，

∴ ， ， ，

∵ ，即 ，

而 ，

∴ ，

在 和 中，

，

∴ （ ），

∴ ， ，

∴ ，故①正确；

∵ ，

∴ 始终为等腰直角三角形，故④正确；

∵ ，

∴ ，

四边形
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∴ ，故③

正确；

∵ ， ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，故②正确．

故选： ．

【标注】【知识点】对角互补模型

四边形

A. 个 B. 个 C. 个 D. 个

4. 如图所示，边长为 的正方形 的对角线 、 相交于点 ．有直角 ，使直角顶点

与点 重合，直角边 、 分别与 、 重合，然后逆时针旋转 ，旋转角为 （

）， 、 分别交 、 于 、 两点，连接 交 于点 ，有下列结论：

① ≌ ；② ；④ ；④

；其中正确的个数是（   ）．

【答案】D

【解析】①∵四边形 是正方形，

∴ ， ， ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ≌ （ ），故①正确；

四边形 正方形
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②∴ ， ，

∴  ，故②正确；

③∵

，

∴ ，故③正确；

④∴ ，故④正确；

所以正确项为①②③④．

故选 ．

【标注】【知识点】正方形与全等综合

四边形

正方形

四边形 正方形

练习

（ 1 ）

（ 2 ）

5. 在四边形 中，对角线 平分 ．

如图 ，当 ， 时，发现：              （填写“

”，“ ” ，“ ”）．

图

如图 ，当 ， 和 互补时，线段 、 、 在（ ）式中的数量关系

是否还成立，写出你的猜想，并给予证明．
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（ 3 ）

图

如图 ，当 ， 和 互补， ， 时，             ．

图

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

成立，证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵ 平分 ， ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

成立， ，证明：

过点 作 ， 于点 、 ．
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（ 3 ）

图
∵ 平分 ，

∴ ，

∵ ， ，

∴ ，

∵ ，

∴ ≌ ，

∴ ，

∴ ，

∵ ， ，

∴ ．

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

过点 作 ， 于点 、 ．

图

∵ 平分 ，

∴ ，
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∵ ，

，

∴ ，

∵ ，

∴ ≌ ，

∴ ．

延长 至 ，使 ，连接 ．

∵ ，

∴ ，

∴ ≌ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∵ ， ，

∴ ．

【标注】【知识点】对角互补模型

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

6. 已知：如图，平面直角坐标系 中，正方形 的边长为 ，它的顶点 在 轴的正半轴上运

动，顶点 在 轴的正半轴上运动（点 ， 都不与原点重合），顶点 ， 都在第一象限，且对角线

， 相交于点 ，连接 ．

当 时，点 的坐标为            ，              ．

当 时，求证： 平分 ．

设点 到 轴的距离为 ，则在点 ， 运动的过程中， 的取值范围是            ．

【答案】（ 1 ）  ; 
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（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵四边形 为正方形，

∴ 是等腰直角三角形，

又∵ ，

∴ 是等腰直角三角形，

∴四边形 是正方形，

∵正方形 的边长为 ，

∴ ，

∴ ，

∴点 的坐标为 ， ．

如图，过点 作 轴于点 ， 轴于点 ，

∵四边形 是正方形，

∴ ， ，

∵ 轴于点 ， 轴于点 ，

∴ ，

∵ ，

∴四边形 中， ，

∴ ，

∵ ， ，

∴ ，
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（ 3 ）

∵在 和 中， ，

∴ ≌ （ ），

∴ ，

∴ 平分 ．

当 、 重合时，点 到 轴的距离最小，

，

当 时，点 到 轴的距离最大， ，

∵点 ， 都不与原点重合，

∴ ．

【标注】【知识点】坐标系中的动点问题（非函数）

二、 旋转之角含半角模型

练习

（ 1 ）

（ 2 ）

7. 如图，四边形 中， ， ， ， 分别为 ， 上的点，

．

求证： ．

求证：点 在 的平分线上．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）延长 至 ，使 ，连接 ．

∵ ，

∴ ．

∴ ，
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（ 2 ）

∴ ≌ ．

∴ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ≌ ．

∴ ．

如图所示过点 作 于点 ， 于点 ，

∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

在 和 中，

∵ ，

， ，

∴ ≌ ，

∴ ，

∴点 在 的平分线上．

（或利用 平分 ， 平分 说明也可）

【标注】【知识点】半角模型

8. 阅读下面的材料：
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

如图①，在等边三角形 内，点 到顶点 ， ， 的距离分别是 、 、 ，则

             ．由于 ， ， 不在同一三角形中，为了解决本题，我们可以将 绕点

逆时针旋转 到 处，连接 ，此时， ≌            就可以利用全等的知

识，进而将三条线段的长度转化到一个三角形中，从而求出 的度数．

图

请你利用第（ ）题的解答方法解答：如图②， 中， ， ，

、 为 上的点，且 ，求证： ．

图

如图③，在 中， ， ， ， ．若

以 、 、 为边的三角形是直角三角形时，求 的长．

图

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

 ; 

证明见解析．

或 ．

【解析】（ 1 ）∵ 旋转到 的位置，

∴ ≌ ，

∵ ， ， ， ，

∴ ， ， ，

∴ 为等边三角形，

∴ ，

∴由勾股定理逆定理得，
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（ 2 ）

（ 3 ）

，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ．

如图所示，把 绕点 逆时针旋转 到 处，连接 ，

∵ ≌ ，

∴ ， ， ，

∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ，

∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴在 中，由勾股定理得，

，

∴ ．

把 绕点 逆时针旋转 到 处，连接 ，

∵ ≌ ，

∴ ， ， ， ，
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∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ，

∵ ， ，

∴ ，

∵以 ， ， 为边的三角形为直角三角形，

∴以 ， ， 为边的三角形为直角三角形，

∵ ，

∴ 或 ，

①若 ，

∴ ， ，

∴ ， ，

∴ ，

设 的长为 ，

∵ ，

∴ ， ，

∵ ，

∴

，

∵ ，

∴

∴ ，

∵ ，

∴ ，

②若 ，

∴ ，

由勾股定理得 ，

∴ ， ，
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设 的长为 ，则

， ，

∵

，

，

∴ ，

∴ ，

∵

，

∴ ，

综上所述， 的长为 或 ．

【标注】【知识点】半角模型

练习

9. 如图，已知正方形 的边长为 ， ， 分别是 ， 边上的点，且 ．将

绕点 逆时针旋转 ，得到 ．若 ，则 的长为            ．

【答案】

【解析】∵ 绕点 逆时针旋转 得到 ，

∴ ，

∴ 、 、 三点共线，

∴ ， ，

∴ ．

∵ ，

∴ ．

又∵ 为公共边，
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∴ ≌ ，

∴ ．

设 ，

∵ ，且 ，

∴ ，

∴ ，

∵ ．

在 中， ，

即 ，

解得 ，

∴ ．

【标注】【知识点】正方形中的半角模型

10. 如图，在正方形 中， 、 分别是边 、 上的点， ， 的周长为

，则正方形 的边长为            ．

【答案】

【解析】∵四边形 是正方形，∴ ， ．

如图，将 绕点 顺时针旋转 度到 的位置，

由题意可得出： ≌ ，

∴ ， ，
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∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

即 ，

在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ，

∵ 的周长为 ，

∴

，

∴ ，即正方形 的边长为 ．

【标注】【知识点】正方形中的半角模型

11. 如图，四边形 为正方形，在 边上有一点 ，以 为直角边构造等腰 ， 交

于点 ，过点 作 垂线交 于 ，若 ， 且 ，则 的长度

为            ．

【答案】

【解析】在 延长线上截取 ，

并连接 ，过 作 延长线的垂线交于点 ，则 ≌ ，

∴ 且 ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，
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∴ ≌ ，∴ ，

∴ ，

又∵ ≌ ，

∴ 且 ，

又∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】辅助线综合运用；正方形中的半角模型

图⑴

（ 1 ）

（ 2 ）

12. 问题：如图⑴，点  、  分别在正方形  的边  、  上，  ，试判断

、  、  之间的数量关系．

小聪把  绕点  逆时针旋转  至  ，从而发现  ，请你利用图

⑴证明上述结论．

如图⑵，四边形  中，  ，  ，  ，点  、

分别在边  、  上，则当  时，证明：  ．
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图⑵

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

如图⑴，∵ ≌  ，

∴  ，  ，  ，

又∵  ，

∴  ，

∴  ，

在  和  中，

 ，

∴ ≌ ．

∴  ．

又∵  ，

∴  ，

∴ ．

方法同⑴．

【标注】【知识点】半角模型

练习

A. B. C. D.

13. 如图，在四边形 中， ， ， 、 分别是边 、 延长线

上的点， ，若 ， ，则线段 的长为（   ）．
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【答案】B

【解析】

如图，在 上截取 ，可证 ≌ ，再证 ≌ ，

∴ ．

故选 ．

【标注】【知识点】多边形中的半角模型

（ 1 ）

（ 2 ）

14. 四边形 是由等边 和顶角为 的等腰 拼成，将一个 角顶点放在 处，将

角绕 点旋转，该 角两边分别交直线 、 于 、 ．

当 、 分别在线段 和线段 上时（如图 ），判断线段 、 、 之间的数量

关系，并证明你的结论．

图

当 、 分别在线段 和线段 的延长线上时（如图 ），直接写出线段 、 、

之间的数量关系，并证明你的结论．

图

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

，证明见解析．

，证明见解析．

【解析】（ 1 ）
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（ 2 ）

延长 至 ，使 ，则 ≌ ，

≌ ，

∴ ，

∴ ．

在 上截取 ，则 ≌ ，

≌ ，

∴ ， ，

∴ ．

【标注】【知识点】半角模型

练习

15. 如图，点 、 分别是正方形 的边 、 上的点，连接 、 分别交对角线 于点

、 ，若 ， ， ，则正方形 的边长为            ．

【答案】
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【解析】如图，延长 到 ，使 ，连接 ，在 上取 ，连接 ．

∵四边形 为正方形，

∴ ， ， ．

在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ．

∵

，

∴ ≌ ( )， ≌ ，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】直接用勾股求边长；正方形中的半角模型

16. 通过类比联想，引申拓展研究典型题目，可达到解一类题的目的，下面是一个案例，请补充完整．

原题：如图 ，点 、 分别在正方形 的边 、 上， ，连接 ，试猜想

、 、 之间的数量关系．
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

图 图 图

思路梳理

把 绕点 逆时针旋转 至 ，可使 与 重合，由 ，

得 ，即点 、 、 共线，易证             ，故 、 、 之间的数

量关系为            ．

类比引申

如图 ，点 、 分别在正方形 的边 、 的延长线上， ，连接

，试猜想 、 、 之间的数量关系为            ，并给出证明．

联想拓展

如图 ，在 中， ， ，点 、 均在边 上，且

，若 ， ，求 的长．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

≌  ; 

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

≌ ， ．

．

如图，将 绕点 逆时针旋转 ，使 与 重合， 点落在 点处，

由旋转知， ， ，

， ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

，

，

，

则在 与 中，



24

（ 3 ）

∴ ≌ ，

∴ ∵ ， ，

∴ ．

图

如图，将 绕 顺时针旋转 ，使 与 重合， 点落在 处．连

，由旋转知， ， ， ，

，

∵ ， ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

在 与 中，

∴ ≌ ，

∴ ，

∵ ，∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．
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【标注】【知识点】正方形中的半角模型


